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Introducao

Estudamos o0 seno, cosseno e tangente
no triangulo retangulo. Agora, Iiremos
estender estes conceitos na circunferéncia
trigonomeétrica.




Situac¢ao-problema

No plano da orbita circular de um
satélite ao redor da Terra é
assocliado um sistema cartesiano
cuja unidade adotada nos eixos €
0 quildbmetro, e a origem O € 0
centro a Terra e também a orbita,
conforme mostra o0 esguema ao
lado, em que A(900,0)

Quais sao as coordenadas dos pontos de
iInterseccao da oOrbita com os eixos cartesianos?
Sabendo que em um determinado instante a
posicao do satélite € o ponto B(450,450\@)
determine a medida a do angulo agudo AOB.




Circunferéncia Trigonométrica

Denomina-se circunferéncia trigonometrica a
circunferéncia orientada cujo raio tem 1 unidade de
comprimento e na qual o sentido positivo é o anti-
horario.
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Arcos Congruos (congruentes)

Todos os arcos no circulo trigonometrico possuem
determinacoes, isto €, tem origem e extremidade.
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Arcos trigonomeétricos que tém a mesma
extremidade sao chamados de arcos congruos.

a) O arco de 30 (w/6) € congruente ao arco de
390 (13n/6), isto € 30 =390 .



b) O arco de 45 (mn/4) € congruente ao arco de
405 (97/4), isto é 45 =405 .

c) O arco de 60 (n/3) € congruente ao arco de
420 (77/3), isto € 60 =420 .

Formula geral do arcos congruos

Se um arco mede a graus, podemos expressar
todos o0s arcos coOngruos a ele da seguinte
forma: a + 360°.k, k € Z. Caso a medida do angulo
do arco seja dada em radianos, representamos
por. a + 2n.k, K € Z.




Seno, cosseno e tangente na
circunferéncia trigonométrica

Consideremos P(Xx,y) um ponto da
circunferéncia trigonomeétrica, ponto extremo
do arco de medida a rad. Nessas condicoes,
definimos: [z

sena =y

COSx =X

sen
tga = a, (com o #0)
CoS

sen‘a +cos’ o =1
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Valores notaveis do seno e do cosseno

Observe nas figuras a seguir Nn0OS arcos
0=2m, /2, © e 3n/2.

a =0 = 2m(360°)

sen) = sen27 =0

N cos = cos2m = 1

II". 0=27




Sinais do seno, cosseno e tangente.

COSSENO TANGENTE




Simetrias

Dado um ponto M, na circunferéncia,
podemos encontrar trés pontos (N, P, Q)

simetricos ao ponto M.
Veja 0 esguema abaixo:




I Se o0 ponto M é a extremidade do arco AM
medindo 30 .

Entao, temos:

(180° + 30°)P




Generalizando, temos:

H“ Sendo a uma medida Sendo a uma medida
em grau. em radiano.

Reducao ao 1 Quadrante do seno e do cosseno
sen(180°—«a) =sen(x)  €0s(180° — &r) = —cos(«x)
sen(360°—a) =—sen(«) cos(180° + ) = —cos(«)
sen(180°+ ) = —sen(ex) €0s(360° — r) = cos(«x)




1. O ponto M da figura esta
associado a medida =n/4 rad.
Determine as medidas X
(com 0 < x < 27n) associados
aos pontos N, P e Q.

2. O ponto M, da
circunferéncia trigonometrica
ao lado, esta associado a
medida 37 . Determine as
medidas x (com 0O s x <
360 ) associados aos pontos
N, Pe Q.




Equacoes trigonométricas

Equacoes do tipo senx=k, cosx=k ou tgx=k, sendo
kK uma constante real, sao chamadas de equacoes
trigonomeétricas imediatas.

1. Determine X n0OS casos seguintes:

J2
a) 0 =<x<360 tal que COSX=7
b) 0 <x<2ntal que COSX=0

c)x € Rtalque Ssenx=-1

d)x e Rtalque tgx=1




Adicao de arcos e arcos duplos

Formulas de adicao de arcos

|) sen(a+b)=sena-cosb+senb-cosa
1) sen(a—b)=sena-cosb—senb-cosa
l11) cos(a+b)=cosa-cosb—sena-senb

V) cos(a—b)=cosa-cosb+sena-senb
tga+tgb

1-tga-tgb
tga—tgb

1+tga-tgb

ARCICEJIE

V1) tg(a—b) =



1) Calcular cos15 .

2) Calcular senl105 .

3) (UFPR) A expressao sen(% + x) + 005(377[ — x]

e equivalente a:

a) 2C0S X d) senx—cosx

b) cosx e) COS X — Senx

C) Senx + Cos X




Funcoes Trigonométricas

Dado um numero real x, podemos associar a
ele o valor do seno, do cosseno e da tangente
de um angulo (ou arco) de x radianos.

f(x)=senx g(x)=cosx h(x)=tgx

R h

R

R f g

D(f)=R D(g)=R D(h)={x € R/ x#m/2 + km,
Im(f)=fy e R/-1<y<1} Im(g)=fy e R/-1<y<1} k e Z3
Il EIx




y=senx 005 1 05 O 05 -1 -05 O

Y = SCErr
o Y
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Grafico da funcao g(x)=cosx
Veja abaixo o grafico da fungcao cosseno:

y=cosx 1 05 0 -05 -1 -05 O 05 1

/ "_; — COSL

Im(g)=fy e R/-1<y <1}
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Periodo das funcoes seno e cosseno

Sejam as funcoes trigonomeétricas:
y=a+b-sen(mx+g) ou y=a+b-cos(mx+q), em
gue a, b, m e g sao numeros reais, com b#0 e
m#0, o periodo e dado por:

h= 27
m
a) O periodo da funcao y=3+2-sen(2x+4) é m,
pois: 2T _E_
2 2
b) O periodo da fungzao y=2-cos(-4x+1) é m/2,
DOiS: 27r T

\4\ 4 2



Resolucoes de Problemas

1) (Unifor-CE) O arco a mede 7.632°. O arco 3, tal
gue 0 < 3 < 360°, é congruo a a. A medida de 3,
em radianos, é:
)z )X of d)Z e~
2 5 3 5 {
2) (Unicamp-SP) O ponteiro de um relogio de
medicao funciona acoplado a uma engrenagem
de modo que, a cada volta completa da
engrenagem, o ponteiro da 1/4 de volta em um
mostrador graduado de 0° a 360°. No inicio da
medicao, o ponteiro encontra-se na posicao 0°.
Quantos graus indicara o ponteiro quando a
engrenagem tiver completado 4.135 voltas?
a) 270 b)160 c)220 d)140 e) 20



3) (PUC-MG) Os angulos (em graus) 0 entre 0 e
360 para os qualis senb=coso.

a)45 e90 Db)45 e 225 ¢) 180 e 360
d) 45,90 e180 ¢€)90,180 e 270

J3
4) (UFP/PSE) Sabendo que SenNX—COSX=——,
podemos afirmar que sen2x é: 4
13 3 13 3
a2 g2 a8 ) B )3
16 16 16 16 4

5) (UFMS) A figura abaixo mostra um retangulo
ABCD onde AB=BM=MN=NC. Calcule 6tgb+51.




6) (Ufam) Dada a funcao f: R —» R definida por
f(x)=cos4x-cos2x+sendx-sen2x. EnNtdao o0 seu

periodo em radianos é:

a)%” b)% )2z d)x e)%

7) Construa os graficos das funcdes abaixo e
determine seu periodo, dominio e imagem:

a) f (x) =3-senx

b) f (Xx) =1+ cos X

c) f (X) =—-2+cos4x




8) (Vunesp - Modificado) Uma equipe de
mergulhadores, dentre eles um estudante de
ciéncias exatas, observou o fendOmeno das mares
em determinado ponto da costa brasileira e
concluiu que ele era periddico e podia ser
aproximado pela expressao

P(t)_2—1+2 COS| — s 57[]
2 6 4

em que t € o tempo (em horas) decorrido apos o
Inicio da observacao (t=0) e P(t) € a profundidade
da agua (em metros) no instante t. Determine
guantas horas apds o0 Iinicio da observacao
ocorreu a primeira maré alta e qual € a sua
profundidade?
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