Edcarlos Pereira

POLINOMIOS, EQUACOES
ALGEBRICAS E SUAS APLICACOES.




Introducao

Na economia, ha situacdbes em que as
empresas buscam expandir a capacidade de
reproducao, aumentando a quantidade de
produtos e diminuindo o custo de cada um. Esse
processo é chamado de economia de escala.

Existem funcoes que sao capazes de traduzw essa
situacao. ’ o > el




Um exemplo é a fabrica de bicicletas, que
modelou o custo diario de certo modelo de
bicicleta pela funcdo C(x) = 0,02x3 + 50x + 4.000 ,
para 1 < x <40, em que C(x) indica o custo diario,
em real, para a fabricacao de x unidades de uma
bicicleta.




Situac¢ao-problema

Uma vendedora de uma loja de roupas recebe
salario fixo de R$ 500,00 e comissao de 2% sobre o
total de vendas no més. Representando por x o total de
vendas em um més. Qual a expressao que representa o
salario da vendedora?
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Definicao:
Um polinOmio na variavel complexa X € uma
expressao dada por:

a -x"+a X" +..+a,-X*+a,-X+a,
em que:
a,a ,,..,a,,a,a,

sao numeros complexos chamados coeficientes do
polinomio; a, € o coeficiente independente do
polindomio.

n € um numero natural.

O grau do polinbmio € o numero natural
correspondente ao maior expoente de X, com
coeficiente nao nulo.



a) 4x% —5x? —7 & um polinémio de grau 3.

b) -1 X° + X% —3X+1 €éum polindmio de grau 5.

6
C) 2iX° +X—2 & um polinémio de grau 2.

d) Xx—2 éum polindmio de grau 1.

e) 7 € um polindmio de grau O.

e) 0 nao se definir grau de polinomio nulo.
1 nao é um polinbmio, pois o
f) X°+Xx2+1expoente x ndo podem ser
negativo e nem fracionario.



Funcao polinomial
Vocé ja estudou funcbes polinomiais de

dominio real. Agora vamos estudar essas funcoes
para o dominio complexo.

Polindbmio ou funcao polinomial na variavel x é toda
funcao P: C — C definida por

p(x)=a_ -x"+a_ X" +..+a, X +a,-X+a,

paratodox € C,sendoneINe Q,,d, 4,--,d,,3,d,
ndmeros complexos.

f(x) = 2x -1 é uma funcéo polinomial de grau 1.
g(x) = x* - ix? € uma funcéo polinomial de grau 4.
pP(X) =5 é uma funcéo polinomial de grau O.



Valor numérico de um polinomio

Considere um polinOmio p(X) e um numero
real a.

O Valor numérico do polinbmio p(x) para X =
O € um numero gue se obtém substituindo x por a e
efetuando os calculos necessarios. Indica-se por

p(a).

1) O valor numérico de p(x) = 2x°-3x+ 5 parx =4
é:p(4)=2(4)?-3(4)+5=32-12+5=25

2) Dado p(x) = 3x? - 7, entdo para x = i, o valor
numérico de p(x) é p(i) = 3(i)? - 7=-3 -7 = - 10.



Igualdade de polinomios

Dizemos gque dois polinOmios sao iguais ou
iIdénticos se, e somente se, seus valores numericos
sao iguais para todo a € C.

P(X) = q(X) < p(a) = g(a) (qualquer que sejaa € C)

Para que Isso aconteca, sua diferenca
P(X) - q(x) deve ser nula. Assim, dois polindomios
Pp(xX) e g(x) sao iguais se, e somente se, tém
coeficientes dos termos de mesmo grau todos
iguais.

Dados os polinbmios p(x) = ax3 + bx? + cx + d e
g(x) = 2x3 + 5x? — 4x + 3, temos:
PpX)=q(x) a=2,b=5c=-4ed=2.



Raiz de um polindmio

Ja sabemos que p(a) é o valor numérico do
polindmio p(x) para x = a.

Se um numero complexo a é tal que p(a) =0,
entdo esse numero a € chamado de raiz do
polindmio p(Xx).

1) Dado o polindmio p(x) = x? — 7x + 10, temos:
P(5) =0 = 5 e raiz de p(x)
P(3) =-2 = 3 nao é raiz de p(x)

2) O numero i é raiz do polindmio p(x) = x> + 1, pois
p()=-1+1=0.



Operacao com polinomios

Por meio de exemplos, vamos retornar
operacoes conhecidas no estudo de expressoes
algébricas, como adicao, subtracdo e multiplicacéao
de polindbmios, além da multiplicacdo de um
numero real por um polindbmio. Em seguida,
estudaremos mais detalhadamente a divisao de
polindbmios.

1) Se p(x) =3x2+ 2x -1 e q(x) = -x3 + 4x° - 2x — 5,

temos:

p(x) +qx) = + X3 + = -x3 +
+ + = -X3 +7X% - 6



2) Se p(X) = 3x? - 4x + 1 e g(xX) = 5x% - 3x + 4,
temos:

P(X) - q(X) = 37 -4x + 1 -x3 + 5 - 3x + 4=
=35+ (-4+3)x + (1-4)= -2X? - X -3

3) Dado p(x) = 2x3 - 4x2 + 5x - 3, temos:
7-p(X) = 7-(2x3 - 4x% + 5x — 3) =
= 14x3 - 28x2 + 35x — 21

4) Dado p(x) =3x -4 e g(x) =-2x + 5, temos:
P(X)-q(X) = (3x - 4)-(-2x + 5) = -6x? + 15x + 8x - 20 =
= -6x% + 23 - 20



Divisao de polinomios

Dados dois polindmios p(x) e h(x), com h(x)
nao nulo, dividir p(x) por h(x) significa encontrar
dois polinomios g(x) e r(x) que satisfacam as
seguintes condicoes:

19) p(x) = h(x)-q(x) + r(x)
29) o grau de r(x) € menor que o grau de h(x) ou
r(x) = 0.

Assim, dizemos que:

p(x) €& dividendo; h(x) € o divisor, g(x) € o
guociente e r(x) é o resto.

Observacao: Para efetuar a divisao de polinOmios
usaremos O , semelhante ao
empregado para numeros inteiros.



1) Veja, passo a passo, a divisao de p(x) = x¢ - bx +
6 porh(x)=x-3

1° passo: Dividimos o termo de maior grau de p(x)
pelo o termo de maior grau de h(x):

X2 -5x+6 | X-3
X
2° passo: Multiplicamos o quociente obtido x por

h(x) e subtraimos de p(x), isto €, somamos pP(X)
com 0 oposto do resultado obtido.

x2-5x+6|x-3
+ -x2+3x  x
-2X+ 6




3° passo: Repetimos o procedimento anterior com
0 resto parcial obtido até que o grau do resto se
torne menor que o grau do divisor (ou o resto seja
0 polindmio nulo):
X2 —-5x+6 | X —3
+ — X% + 3X X —2
—2X+ 06
2X — 0
0
Dali, g(x) =x—2
r(x) =0
Observe que P(X) = h(x)-q(x) + r(x). De fato:
=(x=-3)(x-2)+0
=X°—5x+6




Acompanhe no quadro a solucao do exemplo
abaixo:

2) Efetuar a divisdo de p(x) = 2x* — 2x3 — 13x2 +10x
— 1 por h(x) = 2x? + 4x — 3.

Divisao por (x-a): dispositivo
pratico de Briot-Ruffini

Esse método utiliza apenas o0s coeficientes do
dividendo p(x) e o valor de a, que é a raiz do
divisor (x — a).

Observe a sequir como devem ser arranjados 0S
coeficientes nesse dispositivo:



raiz do

di\Qsor Coeﬁuentels do dividendo
[ |
a a, a,; a,, .. A 4  a,
On1 Oz Onz - O1 Do R,\
!
aqui obtemos os coeficientes resto

do quociente

Vamos determinar o guociente e o resto da divisao

de p(x) = 2x3 — 4x + 1 por x — 4 utlizando o
dispositivo de Briot-Ruffini.

Para Iisso, escrevemos o0 polinOmio dividendo
(p(x) = 2x3 — 4x + 1) da seguinte forma:



Dispomos os valores | valordea CO€ficientes de p(x)

gue participam do '

calculo para montar o 4 2 0 -4 1
dispositivo. (p(x)=2x3 — :
Ix +1 e x—4) !
Repetimos o coeficiente
dominante do dividendo 4 2 0 4 L
p(X) na linha abaixo. 5 i
Multiplicamos o valor de
a por esse coeficiente e
somamos o produto 4 2 0 -4 1
obtido com o proximo () ) .
coeficiente de p(x), 2 8 :

colocando o resultado
abaixo dele.




Multiplicamos o valor de
a pelo resultado que
acabamos de obter,

somamos o produto com

0 préoximo coeficiente de
P(X) e colamos esse

novo resultado abaixo
desse coeficiente.

Repetimos 0 processo
até o ultimo coeficiente
de p(x), que esta
separado, a direita.

2 0 4 1
Q T
2 8 °28 :

2 0 4 1
2 8 28 ?113

O ultimo resultado € o resto da divisdo, e 0os demais
numeros obtidos sdo o0s coeficientes do quociente,

dispostos ordenadamente

segundo

as

poténcias

descrentes de x. Com esse procedimento, encontramos
0 quociente g(x) = 2x? + 8x + 28 e r(x) = 113



Acompanhe no quadro a solucao do exemplo abaixo:

Determinar o resto da divisdo de p(x) = 3x2 + 2x — 4
por X + 3.
Equacoes polinomials ou algebricas

Equacbes polinomial u algébrica € toda
eqguacao na forma
a-x"+a_ X" +..+a,-X +3a,-X+a, =0
sendo x € C aincégnita,d,,d, _4,...,d,,d;, d,

coeficientes complexos (reais ou nao), com a, # 0, e
n € IN.

a) X> +5x+6+i=0 b) 2x°+6x-8i=0




Equacoes algébricas ou polinomiais
Teorema fundamental da Algebra
Toda equacéao algébrica p(x) = 0 de grau n, com

n > 1, admite pelo menos uma raiz complexa (real ou
nao).

Observacao: Esse teorema fol demonstrado pelo
matematico Carl F. Gauss, em 1799, em sua tese de
doutorado.

Decomposi¢ao em fatores de
primeiro grau

Usando o teorema fundamental da Algebra, é
possivel demonstrar que:



Todo polindmio P(X) =a, - X" +a, X" .+, X+ a X+ 8,
(comn > 1 e a, # 0) pode ser decomposto num
produto de n fatores de 1° grau.

P(X) =2, - (X=X) - (X=%,) (X=X3) .- (X=X,
Naturalmente:
P(X) =0=>a, - (X=X (X=X,) - (X=X) ... (X=X, ) =0

ou seja, toda equacao polinomial de grau n tem
exatamente n raizes complexa (real ou nao).

Uma das raizes da equacao 2x3 —4x? —2x +4 =0 é
1. Acompanhe a solucao no quadro.



Resolucoes de problemas

1) As dimensdes de uma caixa dependem de sua
altura, conforme a figura abaixo:

20 + h
< >

In
20 + h

a) Dé a expressao algébrica que representa o
volume dessa caixa, indicando-o por V(h).

b) Escreva a equacido algébrica que permite
calcular a altura da caixa quando o volume é de
6.272 ud.
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2) Uma vendedora de uma loja de roupas recebe
salario fixo de R$ 500,00 e comissao de 2% sobre
o total de vendas no més. Representando por X o
total de vendas em um més. Qual a expressao que
representa o salario da vendedora?

3) Numa sala, a medida do comprimento tem 2 m a

mais do que a medida da largura.

a) Expresse a area desse sala em funcao de uma
das dimensoes, indicando-a por A(X).

b) Calcule a area da sala para uma largura de 4 m.

c) Calcule as dimensbes da sala para uma area de
35m?.



4) Um pegueno comerciante guloseimas aproveitou
a oferta do PRECINHO e comprou 300 pacotes de
amendoim torrado. Sabe-se que na sua compra
havia trés tamanhos diferentes de pacote
(pequeno, medio e grande) e que o0 numero de
pacotes pequenos foi o triplo do numero de
pacotes grandes.

a) Indicando por x o0 numero de pacotes grandes
comprado, expresse, em funcao de X:

* aquantidade de pacotes pequenos;

* aquantidade de pacotes grandes;

b) Sabendo que pacote pequeno — R$ 2,00, médio
— R$ 3,00 e grande — R$ 5,00, expresse em
funcdo de X, a despesa do comerciante,
Indicando-a por D(X).
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