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Analise combinatdria e suas aplicacoes.

Introducao

Analise combinatdria é o campo de estudo que desenvolve métodos para fazer a contagem, de
forma eficiente, do nimero de elementos de um conjunto. Seu estudo encontra aplicacdo nas
mais diversas situacGes: por exemplo, de quantas maneiras uma garota pode se vestir
utilizando 6 blusas, ou quantos jogos teremos, ao se montar tabelas de campeonatos.

Pos Equipe PG J V E D GP GC SG
1 |Cruzeiro (Macaiba) | 11 5 3‘ 2ol s6]

2 |Mossoré 1[2lfeliaiz

n-nnn-nnn

5 Upanema
6 |Parnamirim

Situacao-problema

Um programa de TV sorteia 2 casas de uma mesma rua para a entrega de prémios. Os
numeros das casas sorteadas devem ter 3 algarismos. Um dos numeros deve ser par, € 0
outro, ter algarismos distintos. Do total de nimeros possiveis, quantos atendam a primeira
exigéncia? E quantos atendem a segunda?

Principio multiplicativo
Acompanhe a resolugdo do problema abaixo:

Uma pessoa que viajar de Recife a Porto Alegre passando por Sdo Paulo. Sabendo que
ha 5 roteiros diferentes para chegar a Sdo Paulo partindo de Recife e 4 roteiros diferentes para
chegar a Porto Alegre partindo de S3o Paulo, de quantas maneiras possiveis essa pessoa
podera viajar de Recife a Porto Alegre?

Recife Porto Alegre

(8 T R

Total de possibilidades: 5-4 = 20



Principio multiplicativo

Considere que um acontecimento ocorra em duas etapas sucessivas, A e B. Se A pode ocorrer
de m maneiras e se, para cada uma, B pode ocorrer de n maneiras, o nimero de maneiras de
ocorréncia do acontecimento é m-n.

Esse é o principio fundamental da contagem (PFC).

Observagdo: O produto dos nimeros de possibilidades vale para qualquer nimero de etapas
independentes.

Veja a seguir alguns exemplos:

1) Num restaurante ha 2 tipos de salada, 3 tipos de pratos quentes e 3 tipos de sobremesa.
Quantas possibilidades temos para fazer uma refeicdo com 1 salada, 1 prato quentee 1
sobremesa?

Pelo principio fundamental da contagem (PFC), temos: 2-3-3 = 18 possibilidades.

7 8 8

Ha 7 possibilidades para a centena (0 ndo é permitido), 8 para a dezena e 8 para a unidade.
Portanto, podemos formar 7-8-8 = 448 numeros.

b) Quantos niumeros de 3 algarismos distintos podemos formar?

7 7 6

Com 3 algarismos distintos, ha 7 possibilidades para a centena, 7 para a dezena e 6 para a
unidade. Portanto, podemos formar 7-7-6 = 294 nimeros de 3 algarismos distintos com os
algarismos 0,1, 2,3,4,5,6e7.

Neste problema, temos que separar. Pelo PFC, temos:
Comegando por Matemética: 2:21-1=4

2 2 1 1 € + =8
Comegando por Fisica: 2:2-1-1=4

2 2 1 1

Fatorial de um nimero natural

III

O fatorial de um ndmero natural n é representado por n! (lemos: “n fatorial”) e definido por:
1) nl=n-(n1)-(n-2)-...-2-1,paran>1
2) 0l=1

Exemplos:

1) Calcular o fatorial de: 3, 4, 6 e 10.



« 31=321=6
e 41=4321=24
«  6!=654-32:1=720

e 10!=10-9-8-7-6-5-4-3-2:1 = 10.9!
- J

9!

2) Veja como podemos simplificar as seguintes expressoes:

@) 8 _87-65 876 o s

5L31 0 503.2-1 Vs
481+49!  481449-48!  48(1+49) 507 |
50! 50! 50-49-481 50-49 49

o) n! _ }If' _ 1
(n+1! (n+)pt'  n+l

b)

Permutag¢ao simples
Permutar é sinbnimo de trocar. Intuitivamente, nos problemas de contagem, devemos associar
a permutacdo a nocdo de embaralhar, de trocar objetos de posicdo.

Vejamos agora quantos agrupamentos é possivel formar quando temos n elementos e todos
serao usados em cada agrupamento. Observe os exemplos:

1) De quantas maneiras uma familia de 5 pessoas pode sentar-se num banco de 5 lugares?

5 4 3 2 1

Ha 5 possibilidades para a primeiro lugar, 4 possibilidades para segundo, 3 possibilidades para
terceiro, 2 possibilidades para a quarto e 1 possibilidade para a quinto lugar.

Pelo PFC, temos: 5-4-3-2:1=120 maneiras.

2) Quantos numeros de 3 algarismos (sem repeti-los num mesmo nimero) podemos formar
com os algarismo 1, 2 e 3?

Podemos resolver por tentativa. Assim temos: 123, 132, 213, 231, 312 e 321. Podemos
também fazer uma arvore de possibilidades:

2 3—>123
1 =3 2—>132

1 3—»213
2 <

3 1 —»231

1 2 —»312
3 <2 1—»321

Pelo PFC, temos: 3-2-1= 6 possibilidades.



3) Quantos sdo os anagramas (diferentes disposicGes das letras de uma palavra) da palavra
ANEL?

4 3 2 1

Considerando as quatro letras: a, n, e e /, ha 4 possibilidades para a primeira posicdo, 3
possibilidades para segunda, 2 possibilidades para a terceira e 1 possibilidade para a quarta
posicado.

Pelo PFC temos: 4-3-2-1 = 24 possibilidades, ou seja, sdo 24 anagramas.

Esses agrupamentos ordenados (diferem pela ordem) recebem o nome de permutacgdo
simples. Indicamos por P,, 0 nimero de permutacgdes simples de n elementos:

P,=n:(n-1)-(n-2)-...-3-2-1, para n > 1. (Fatorial de n)

Resolucdes de problemas

1) Um programa de TV sorteia 2 casas de uma mesma rua para a entrega de prémios. Os
numeros das casas sorteadas devem ter 3 algarismos. Um dos numeros deve ser par, e o
outro, ter algarismos distintos. Do total de nimeros possiveis, quantos atendam a primeira
exigéncia? E quantos atendem a segunda?

OBMEP 2011

1. Uma aranha encontra-se no ponto A de sua teia e
quer chegar ao ponto B sem passar mais de uma vez por
um mesmo segmento da teia. Além disso, ao percorrer
um segmento radial (em traco mais fino), ela deve seguir
o sentido indicado pela flecha. Quantos sao os caminhos

possiveis?
A) 22x5
B) 11%x52
Cc) 5°
D) 11°
E) 2x5°




3) (Enem/2004) No Nordeste brasileiro, é comum encontrarmos pecas de
artesanato constituidas por garrafas preenchidas com areia de diferentes cores,
formando desenhos. Um artesdao deseja fazer pecas com areia de cores cinza,

=

azul, verde e amarela, mantendo o mesmo desenho, mas variando as cores da FUNDO
paisagem (casa, palmeira e fundo), conforme a figura.

O fundo pode ser representado nas cores azul ou cinza; a casa, nas cores azul,
verde ou amarela; e a palmeira, nas cores cinza ou verde. Se o fundo nao pode

ter a mesma cor nem da casa nem da palmeira, por uma questdo de contraste,
entdo o numero de variacdes que podem ser obtidas para a paisagem é

a)6. b)7. c)8. d)9. e)10.

ENEM 2011

4) O setor de recursos humanos de uma empresa
vai realizar uma entrevista com 120 candidatos a uma
vaga de contador. Por sorteio, eles pretendem atribuir a
cada candidato um numero, colocar a lista de nimeros
em ordem numérica crescente e usa-la para convocar
os interessados. Acontece que, por um defeito do
computador, foram gerados numeros com 5 algarismos
distintos e, em nenhum deles, apareceram digitos pares.

Em razao disso, a ordem de chamada do candidato que
tiver recebido o niumero 75 913 &

0 24.
O 31.
® 32
® 88.
G 89.

5) Oito clientes de um banco, dos quais 3 sdo mulheres, estdo na
fila Unica dos caixas. De quantas maneiras as pessoas dessa fila
podem se posicionar de modo que as mulheres fiquem juntas?

6) Um estadio possui 4 portdes. De quantas maneiras diferentes
um torcedor pode entrar e sair desse estadio utilizando, para sair,
um portdo diferente do que entrou?

Permutacao com elementos repetidos
Se entre osnelementos de um conjunto existem aelementos repetidos, b elementos
repetidos, c elementos repetidos e assim sucessivamente, o nimero total de permutac¢des que

podemos formar é dado por:
ab,c,. _ n!

" alblcl...
Observe os exemplos:

1) Quantos sdo os anagramas da palavra BATATA?

Note que, o T repete 2 vezes, o A 3 vezes e temos o total de 6 letras. Logo,



2,3 6! 76-5'4-13,(76.5.4_ B
I—E 72|3| o 2134/ - > =6-5-2 =60

2) Quantos sdo os anagramas da palavra DEZESSETE?

Neste exemplo, o S repete 2 vezes, o E repete 4 vezes e temos o total de 9 letras. Logo,

pré 9 9-8-7-6-5 41

T o 2047 = 7560

3) Um dado é langado sete vezes sucessivamente. De quantas formas distintas pode ser obtida
um sequéncia com quatro faces iguais a 1 e as demais faces iguaisa 2,5 e 6?

Veja abaixa uma possivel resposta:
11 2 6 1 15.Noteque,o1repete4vezes e o total sdo 7 nimeros.

L T T7-6-5-40
Pl=—=——"=210
4 &«
Arranjos simples
Vimos que permutacdo simples de n elementos é qualquer agrupamento ordenado desses n
elementos. Agora tendo n elementos, vamos estudar os agrupamentos ordenados de 1
elemento, de 2 elementos, de 3 elementos, ..., de p elementos, p < n.

Observe os exemplos:

1) Um estudante tem 5 lapis de cores diferentes. De quantas maneiras
diferentes ele podera pintar os estados da regido Sul do Brasil, cada um de
uma cor?

Sao 3 estados: Rio Grande do Sul, Parana e Santa Catarina. Para pintar o Rio
Grande do Sul hda 5 possibilidades, para Parana ha 4 possibilidades e para
Santa Catarina ha 3 possibilidades.

Pelo PFC, temos: 5-4-3 = 60 possibilidades.

2) Considerando as letras g, b, ¢ e d. Quais e quantos agrupamentos ordenados diferentes de 2
letras distintas é possivel formar com elas?

ab ba ca da ac bc
cb bd ad db cd dc

12 posigao
4 possibilidades

b Na primeira posicdio temos 4
a <; possibilidades  (pois temos 4
5 elementos disponiveis). Na segunda
b < ¢ posicdo, 3 possibilidades (pois temos
d 3 elementos disponiveis).
a
¢ <b Pelo PFC, temos: 43 = 12
g possibilidades
d < b 0s 12 agrupamentos s3o:
“ c
e

22 posigdo
3 possibilidades



Esses agrupamentos sao chamados de arranjos simples. Arranjamos 4 elementos tomados 2 a
2, e o numero desses arranjos foi 12. Escrevemos entao:

A, =4-3=12 (arranjos de 4 elementos tomados 2 a 2 é igual a 12).

3) Usando os algarismos 2, 3, 5, 7 e 9, quantos nimeros naturais de 3 algarismos distintos
podemos formar?

5 4 3

Ha 5 possibilidades para o primeiro algarismo, 4 para o segundo e 3 para o terceiro. No total
podemos entdo formar 5-4-3 = 60 numeros

Dizemos neste exemplo que fizemos arranjos de 5 elementos tomados 3 a 3, e o numero
desses arranjos € 60. Indicamos assim: As; = 5-4-3 = 60.

Definicao e formula dos arranjos simples
Arranjos simples de n elementos tomados p a p (p < n) sdo os agrupamentos ordenados
diferentes que se podem formar com p dos n elementos dados.

Indica-se por A,, ou A®, o total desses agrupamentos, que calculamos por:
nl

LT

Exemplo:

Quantas maneiras 5 meninos podem se sentar num banco que tem apenas 3 lugares?

Queremos arranjar 5 elementos tomados 3 a 3. Entdo,

| ! .4.3.
A; . =i:i :M =5-4-3 =60 maneiras.
T(5-3) 2 2}/

Resoluc¢des de problemas

1) Um cofre possui um disco marcado com os digitos 0, 1, 2,3,4,5,6,7, 8
e 9. O segredo do cofre é marcado por uma sequéncia de 3 digitos
distintos. Se uma pessoa tentar abrir o cofre e gastar 10 segundos em
cada tentativa, quanto tempo levara (no maximo) para conseguir abri-lo?

2) Em uma escola estd sendo realizado um torneio de futebol de saldo,
no qual dez times estao participando. Quantos jogos podem ser
realizados entre os times participantes em turno e returno?

OBMEP 2011

3) Com os algarismos 1, 4, 6 e 8 pode-se formar varios
numeros de trés algarismos distintos. Qual é a soma de
todos esses numeros?

A) 12654
B) 12740
C) 13124
D) 13210
E) 13320



4) Maria deve criar uma senha de 4 digitos para sua conta bancaria. Nessa senha, somente os
algarismos 1, 2, 3, 4 e 5 podem ser usados e um mesmo algarismo pode aparecer mais de uma
vez. Contudo, supersticiosa, Maria ndo quer que sua senha contenha o nimero 13, isto é, o
algarismo 1 seguido imediatamente pelo algarismo 3.

De guantas maneiras distintas Maria pode escolher sua senha?

a) 551 b) 552 c) 553 d) 554 e) 555

Combinacoes simples
Nos problemas de contagem, o conceito de combinacdo estd intuitivamente associado a nogao
de escolher subconjuntos.

Observe com atengdo o exemplo abaixo:

1) Ane, Elisa, Rosana, Felipe e Gustavo formam uma equipe. Dois deles precisam representar a
equipe em uma apresentac¢do. Quais e quantas sdo as possibilidades?

Representamos por A: Ane; E: Elisa; R: Rosana; F: Felipe; e G: Gustavo.

Precisamos determinar todos os subconjuntos de 2 elementos do conjunto de 5 elementos
{AE,R,F,G}.

A ordem em que os elementos aparecem nos subconjuntos ndo importa, pois Ane-Elisa, por
exemplo, é a mesma dupla que Elisa-Ane.

Entdo, os subconjuntos de 2 elementos sdo:
{AEL{ARL{A,FL{A,G},{E,RKE,FL{E,G}{R,F}, {R,GHF,G}.

Chamamos estes subconjuntos de combinagdo simples de 5 elementos tomados com 2 a 2.
Escrevemos Cs , .

Como o numero total dessas combinagdes é 10, escrevemos Cs, =10.

Definicao e formula das combinacdes simples

Dado um conjunto de n elementos, chama-se combinag¢des simples dos n elementos, tomados
p a p, qualquer agrupamento ndo ordenado (subconjunto) de p elementos escolhidos entre os
n possiveis.

Indica-se por C,, ou C°, o total desses subconjuntos, que calculamos por:
n!
pt(n—p)!

n,p

Exemplo:

2) Considerando 6 pontos, pertencentes a um mesmo plano e distribuidos de tal forma que 3
pontos ndo sejam colineares, determinar quantos triangulos podem ser formados com 3
desses pontos como vértices.



A ordem em que tomamos os vértices de um tridngulo ndo altera o triangulo. Logo, temos um
problema envolvendo combinacao.

(oot 8654 54
UA6-3) 33 3'/3‘ 77

=20

Resoluc¢oes de problemas
1) Para fazer uma aposta da Lotofacil, devemos marcar 15 numeros entre os

25 constantes no volante. De Quantas maneiras é possivel preencher um
cartdo da Lotofacil?

2) Para resolver um assunto entre 6 professores e 4 alunos, devemos formar
comissGes com 3 professores e 2 alunos. Quantas sdo as possibilidades?

3) Numa prova de 10 questdes, o aluno deve resolver apenas 6. De quantas

maneiras ele podera escolher essas 6 questdes?

4) Num plano existem 5 pontos, sendo que 3 deles ndo sdo colineares. Qual é o nimero
possivel de retas que passam por esses pontos?




Probabilidade e Suas Aplica¢oes

Introducao
Na Mega-Sena, um apostador pode marcar no minimo 6 numeros entre 60,
conseqglientemente, ele podera se tornar um miliondrio ao ser sorteados os seus nimeros.

A adrea da Matemdtica que investiga a chance de ocorréncia de um evento é
denominada teoria das probabilidades e teve sua origem no século XVII, na tentativa de
responder a questdes ligadas aos jogos de azar.

Atualmente encontramos aplicacdo da teoria das probabilidades em multiplos
aspectos da vida social e da pesquisa cientifica, por exemplo, na previsdao meteoroldgica, na
andlise especulativa da economia mundial ou no possiveis efeitos colaterais dos
medicamentos.

Situacao-problema

De um grupo de 24 alunos, 14 frequentam o curso de MdUsica classica, 9 frequentam o curso de
Artes plasticas e 6 frequentam ambos os cursos. Selecionando, ao acaso, um aluno desse
grupo, qual é a probabilidade de ele:

a) Frequentar o curso de Musica classica?

b) Frequentar o curso de Artes plasticas?

c¢) Nao frequentar nenhum desses cursos?

d) Nao frequentar o curso de Artes pldsticas?

Experimento aleatdrio, espaco amostral e evento
1) Experimento aleatdrio: é todo experimento que, quando repetido vdrias vezes e sob as
mesmas condi¢bes, apresenta, entre as possibilidades, resultados imprevisiveis.

Exemplos:
a) lancamento de um dado;

b) langamento de uma moeda;

c) sorteio de uma carta de um baralho honesto de 52 cartas;

d) nascimento de 3 filhos, etc.



2) Espaco Amostral (S): é o conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento
aleatério.

Exemplos: S - 1)
a) No lancamento de um dado, o espaco amostral S={1,2,3,4,5e6}. @ @
b) No langcamento de duas moedas, o espago amostral S = {(c,c);(c,k);(k,c);(k,k)}. (Q @

3) Evento (E): é todo subconjunto do espaco amostral do experimento aleatdrio.

Exemplos:

a) No lancamento de um dado, um possivel evento é: o nUmero apresentado na

face voltada para cima é par. Nesse caso o evento E = {2, 4, 6}.

b) Quando se retira uma bola de uma urna contendo 50 bolas numeradas de 1 a
50, um possivel evento é: a bola retirada conter um nimero primo menor
que 20.Oevento E=1{2, 3,5, 7, 11, 13,17, 19}.

Evento simples, evento certo e evento impossivel
Todo subconjunto unitario do espago amostral é denominado evento simples.

Se coincidir com o espaco amostral, o evento sera chamado evento certo. Por exemplo,
no langcamento de um dado honesto, “obter um ndmero natural menor que 7” é um evento
certo.

Se for o conjunto vazio, o evento sera chamado evento impossivel. Por exemplo, no
lancamento de um dado honesto, “obter um niimero maior que 6” é um evento impossivel.

Defini¢ao

Em um espago equiprovavel (mesmas chances de ocorrer), a probabilidade de
ocorréncia de um evento, indicada por P(E), é a razdo entre o nimero de elementos do
evento, n(E), e o nimero de elementos do espaco amostral, n(S):

Consequéncias da defini¢ao

Seja E um evento e S o espaco amostral finito, ndo vazio, de um experimento aleatério, temos:

<NE) _n() N
n(S) n(S) n(S)

0<n(E)<n(S)=> 0<P(E)<1.

Exemplos:
1) No lancamento de um dado, qual é a probabilidade de a face superior apresentar:
a) O nimero 3?

b) Um nimero menor que 7°?



c) Um niimero menor que 1?

d) Um divisor do total de pontos?
Solucdo:

a) E={3}, n(E)=1, S={1,2,3,4,5,6} e n(S)=6
P(E)=n(E)/n(S)=1/6 = 0,166=16,6%

b) E={1,2,3,4,5,6} e n(E)=6
P(E)=6/6=1=100%

c) E=J e n(E)=0

P(E)=0/6=0%

d) S={1,2,3,4,5,6}, Total de pontos=21, Divisores de 21 => {1,3,7,21}, E={1,3}, n(E)=2.
P(E)=2/6=1/3

2) No langamento de uma moeda e de um dado, determinar:
a) O espaco amostral S;

b) O nimero de elementos do evento E;: coroa na moeda e face par no dado; e a
probabilidade de ocorréncia de E;;

c) A probabilidade de ocorréncia do evento E,: face 3 no dado.
Solucdo:

a) 5={(1,¢),(1,k),(2,¢),(2,k),(3,¢),(3,k),(4,c),(4,k),
(5,¢),(5,k),(6,¢),(6,k)}

b) E;1={(2,K),(4,k),(6,k)}, n(E;)=3.

P(E,)=3/12=1/4=0,25=25%

c) Ex={(3,c),(3,k)}, n(E2)=2.

P(E;)=2/12=1/6 = 0,166=16,6%

3) Dois irmdos sdo colocados aleatoriamente em uma fila. Se ha 6 pessoas na fila, qual é a
probabilidade de os irmaos ficarem juntos?

O numero de elementos do espago amostral S é: n(S) = Pg= 6! = 720.

O numero de elementos do evento E é: n(E) =2!5!=2:120 = 240.

24 1
logo, P(E)=ME)_ 240 24_ 5 OU 033..0U 33.33%
ns) 720 72



4) De um baralho comum, com 52 cartas, extraimos, ao acaso, uma carta. Qual é a
probabilidade de sair um as?

Lembre-se que temos: {as de copas, as de paus, as de ouros, as de espadas}. Logo,

n(E 4 1
P(E) _nE)_4_1
n(S) 52 13
Resoluc¢des de Problemas
1) (METODISTA) Em um unico sorteio envolvendo os numeros naturais de 1 a 200, a

probabilidade de neste sorteio sair um nimero que seja multiplo de sete é:
a) 14% b)15% c)18% d)19% e)20%

2) (ACAFE) Uma urna contém 6 bolas brancas e 24 pretas. A probabilidade de sortearmos uma
bola branca é de:

a) 40% b)25% ¢)80%  d)75%  e)20%

3) (ENEM 2007) A queima de cana aumenta a concentracdo de didxido de carbono e de
material particulado na atmosfera, causa alteracdo do clima e contribui para o aumento de
doencas respiratdrias. A tabela abaixo apresenta nimeros relativos a pacientes internados em
um hospital no periodo da queima da cana.

problemas problemas
respiratorios respiratorios "
pacientes causados resultantes outras total
doencas
pelas de outras
queimadas causas
idosos 50 150 60 260
criancas 150 210 90 450

Escolhendo-se aleatoriamente um paciente internado nesse hospital por problemas
respiratdrios causados pelas queimadas, a probabilidade de que ele seja uma crianga é igual a

a) 0,26, o que sugere a necessidade de implementacdo de medidas que reforcem a atencdo ao
idoso internado com problemas respiratorios.

b) 0,50, o que comprova ser de grau médio a gravidade dos problemas respiratérios que
atingem a populagdo nas regides das queimadas.

c) 0,63, o que mostra que nenhum aspecto relativo a saude infantil pode ser negligenciado.

d) 0,67, o que indica a necessidade de campanhas de conscientizagdo que objetivem a
elimina¢do das queimadas.

e) 0,75, o que sugere a necessidade de que, em areas atingidas pelos efeitos das queimadas, o
atendimento hospitalar no setor de pediatria seja reforcado.

Temperatura do pescado nas peixarias

14.0 13.2
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Associacao Brasileira de Defesa do Consumidor (com adaptacdes).

4) (ENEM 2007) Uma das principais causasda | i<
degradacdo de peixes frescos é a |«

contaminacdo por bactérias. O grafico

apresenta resultados de um estudo acerca

da temperatura de peixes frescos vendidos




em cinco peixarias. O ideal é que esses peixes sejam vendidos com temperaturas entre 22Ce 4
9C. Selecionando-se aleatoriamente uma das cinco peixarias pesquisadas, a probabilidade de
ela vender peixes frescos na condicdo ideal é igual a

1 1 1 1 1
a)— b) -~ c)-— d)— e)—
2 3 4 5 6
5) (OBMEP 2010) Carolina tem trés cartdes brancos numerados de 1 a 3 e trés cartdes pretos,

também numerados de 1 a 3. Ela escolheu, ao acaso, um cartdo branco e um preto. Qual é a
probabilidade de a soma dos numeros dos cartdes escolhidos ser par?

3 5 1 2 3
a)— b)— c)= d)= e)—
)z )3 )5 )35 ),

6) (OBMEP 2011) Trés amigas possuem, cada uma, trés blusas: uma amarela, uma branca e
uma preta. Se cada amiga escolher ao acaso uma de suas blusas, qual é a probabilidade de que
as cores das blusas escolhidas sejam todas diferentes?

1 1 2 3 3
a)— b) = c)— d)— e)—
)9 )8 )9 )8 )4

Probabilidade da uniao de dois eventos

Sejam A e B eventos de um mesmo espaco amostral S finito, ndo vazio e equiprovavel. Vamos
encontrar uma expressao para a probabilidade de ocorrer o evento A ou o evento B, isto €, a
probabilidade da ocorréncia do evento A U B.

Consideremos dois casos:

1°Caso -An B = Temos: n(Au B)=n(A)+n(B) s

Como n(S) =0, podemos escrever : o
N(AUB) _n(A), n(B  |ogo: P(AUB)=P(A)+P(B) o
n(S)  n(S) n(S)

Exemplo:

Num langamento de um dado, qual a probabilidade de que o nimero obtido na face superior
seja multiplo de 3 ou de 4?

Evento A: ocorre multiplo de 3 = A ={3,6}

Evento B: ocorre multiplo de 4 = B = {4}

ComoAnB=d,temos: P(AuUB)=P(A)+P(B)

:>P(AuB):g+1 3.1
6 6 6 2

2°Caso-ANBzJ

Da teoria dos conjuntos, temos que:

n(AuB)=n(A)+n(B)-n(AnB)



Dividindo membro a membro por n(S) # 0 vem:

B n(AUB) n(A) N n(B n(AnB)
nS) n(S) n(S) n(S)
AmB

Dai: P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(A B)

O evento A " B representa a ocorréncia simultanea dos eventos A e B.
Exemplo:

Em uma urna com 25 bolas numeradas de 1 a 25 é extraida uma bola ao acaso. Qual a
probabilidade do numero sorteado ser multiplo de 2 ou de 3?

Evento A: ocorre multiplo de 2;
— A=1{2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24}
Evento B: ocorre multiplo de 3;

= B=1{3,6,9,12,15,18,21,24} v

-2
Note que A B={6,12,18,24} s
Dai, temos:
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
p(ALB) =2, 8 _ 4 _12+48-4 16
25 25 25 25 25
Probabilidade condicional
A probabilidade condicional do evento A, sabendo que ocorreu o 5
evento B, é indicada por P(A/B) e é dada por:
P(A/B) = n(AnB) ’;., \
n(B) : [ | B
Também podemos fazer: '
n(An B) y
NB
P(A/B) __ne) P(A/B) _P(AnB)
n(B) P(B)
n(s)
Exemplo:

Um avido fretado por uma operadora turistica de Minas Gerais partiu de Belo Horizonte com
destino de Natal, no Rio Grande do Norte, com 140 passageiros. Durante o voo, cada turista
respondeu a duas perguntas:

Ja voou antes? Ja esteve em Natal?

Os dados obtidos a partir das respostas dos passageiros encontra-se organizados na tabela
seguinte:

Nao conhecia Natal 83 22 105
Jaconhecia Natal 23 12 35
Total 106 34 140



Um passageiro é selecionado ao acaso e verifica-se que ele esta voando pela primeira vez.
Qual é a probabilidade de que ele ja conhecesse Natal?

Seja A o evento: ja conhecia Natal e
B o evento: viajado pela primeira vez.

Entdo, n(A) = 35, n(B) = 106 e n(AmB) = 23, como:

P/ B)="ACB)
n(B)
Dai,
23
PA/B) ==

Eventos independentes
Uma moeda é langada duas vezes. Vamos calcular a probabilidade de:

a) obtermos cara no segundo langcamento;
b) obtermos cara no segundo langamento sabendo que obtivemos cara no primeiro.
Solucdo:
a) Seja c = cara, k = coroa e S 0 espago amostral. Temos:
S ={(c,c), (ck), (k)k), (kc)}, n(S) = 4
O evento que queremos é: A ={(c,c), (k,c)}, n(A) =2
Logo, P(A) =n(A)/n(S)=2/4=1/2
b) Temos dois eventos a considerar:
*  carano primeiro lancamento, B = {(c,c), (c,k)}, e
*  cara no segundo lancamento, A = {(c,c), (k,c)}

Como sabemos que ocorreu o evento B, temos que o evento A sé pode ter ocorrido na
intersecdo de A e B:

P(A/B) = n(ANB)/n(B) = 1/2
Observando as resposta dos itens a e b, temos: P(A/B) = P(A) = 1/2.
Definigao:

Seja um espag¢o amostral S, finito e ndo vazio e sejam A e B eventos de S, dizemos que A e B
sdo eventos independentes se, e somente se:

P(A/B) = P(A) ou P(B/A) = P(B)



Probabilidade da intersecao de dois eventos

Seja S um espaco amostral finito e ndo vazio. A e B sdo eventos de S. Quando estudamos

probabilidade condicional, vimos que,

P(ANB)
P(B)

L P(AmB):P(A/B)-P(B)]

segue, imediatamente, a relacdo:

P(A/B) =

Essa identidade é conhecida como teorema da multiplicacdo de probabilidades.
Se A e B forem eventos independentes, entdo:

P(AnB)=P(A)-P(B)

Exemplo:

A probabilidade de um atirador X acertar um alvo é de 80%, e a probabilidade do atirador Y
acertar o mesmo alvo é 90%.

Se os dois atirarem uma vez, qual é a probabilidade de que:
a) ambos atinjam o alvo?
b) pelo menos um atinja o alvo?
Solugdo:
a) Note que: P(XNY) = P(X)-P(Y)
=0,80:0,90=0,72=72%

b) Podem ocorrer trés casos:
(X acertaeYerra) ou (X erraeY acerta) ou (X acerta e Y acerta)

0,80-0,10 + 0,200,900 + 0,80:0,90

0,08 + 0,18 + 0,72=0,98

Assim, a probabilidade é 98%.

Resoluc¢oes de Problemas

1) De um grupo de 24 alunos, 14 frequentam o curso de Musica classica, 9 frequentam o curso
de Artes plasticas e 6 frequentam ambos os cursos. Selecionando, ao acaso, um aluno desse
grupo, qual é a probabilidade de ele:

a) Frequentar o curso de Musica classica?

b) Frequentar o curso de Artes plasticas?

c) Nao frequentar nenhum desses cursos?

d) Nao frequentar o curso de Artes plasticas?




2) Uma cidade tem 50000 habitantes possui 3 jornais, A, B e C. Sabe-se que:

e) 15000 léem o jornal A;

f) 10000 Iéem o jornal B;

g) 8000 léem o jornal C;

h) 6000 |éem os jornais Ae B

i) 4000 |léem os jornaisAe C

j) 3000 léem os jornaisBe C

k) 1000 léem os trés jornais.

I) Uma pessoa é selecionada ao acaso.
m) Qual a probabilidade de que:

n) a)delerojornalAouB

o) b) elaleia pelo menos um jornal
p) c)leia sé um jornal

3) (OBMEP 2008) Em um jogo, Pedro lanca uma moeda para decidir quantas casas avancar.
Quando sai cara, ele avanca uma casa; quando sai coroa, ele avanga duas casas. O jogo acaba
guando Pedro alcanca ou ultrapassa a ultima casa. Faltam trés casas para Pedro terminar o
jogo. Qual é a probabilidade de que ele tire coroa em sua ultima jogada?

7 5 2
a)— b) = c)—
)8 )6 )3

5 3 &%\w
d)— e)—
)8 )4 S ﬁ

4) (OBMEP 2009) Luciana tem trés canetas pretas e trés vermelhas. Ontem ela pegou, ao
acaso, uma dessas canetas e colocou-a na bolsa. Hoje ela colocou uma caneta preta na bolsa.
Se ela retirar uma dessas duas canetas da bolsa, sem olhar, qual a probabilidade de essa
caneta ser preta?

1 2 3
a)= b)= c)—=
)2 )3 )5

3

d)z e);
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