DETERMINANTES E
SUAS APLICACOES

PROF. EDCARLOS PEREIRA




Situagdo-problema

Determinar a area da regiao triangular que
tem como vértices os pontos A(0,0), B(1,2) e
C@4,1).




Determinante de uma matriz

A toda matriz quadrada associa-se um numero,
denominado determinante da matriz, que é obtido

por meio de operacoes entre os elementos da
matriz.

Observacao: Para representar o determinante de
uma matriz A (indicado por detA), substituimos os
parénteses ou colchetes da matriz por barras
simples.

o A=(4)edetd = |4|

-Az(; é) edetﬁl:‘; é‘

0 3 5 0 3 5
e A=1|1 4 4|l edetA=|1 4 4

2 5 3 2 5 3



Determinante de uma matriz de ordem 1

O Determinante da matriz quadrada A de ordem 1 &
0 proprio elemento de A.

Exemplo:

e A=(-3) »detA=1|-3|=-3

Determinante de matriz de ordem 2

O Determinante da matriz quadrada A de ordem 2 &
a diferenca entre os produtos dos elementos da
diagonal principal e da diagonal secundaria.
Exemplo:

P ) ” detﬁ:‘_zl _,_}3‘:2'4—(—1}-(—3]=8—3=5



Determinante de uma matriz de oraem 3
O Determinante da matriz quadrada A de ordem 3,
pode ser calculado pela regra de Sarrus, conforme o
procedimento explicado no exemplo abaixo.

1 2 3
Sl [cNNSeia a matriz: A = ( 0 2 4)
—1 3 5
1. Ao lado da matriz, copiam-se suas duas primeiras
colunas.
2. Multiplicam-se os elementos da diagonal principal e, na
mesma direcao da diagonal principal, multiplicam-se os
elementos das outras duas filas a sua direita.

TS

10 -8 O




Continuando

3. Multiplicam-se os elementos da diagonal secundaria e,
na mesma direcao, os elementos das outras duas filas
a sua direita.

6 12 O 10 -8 O
4. Subtraem-se as somas dos produtos obtidos em 2
( )eem 3 ( ), hessa ordem.

Entao, detA=(10-8+0)-(-6+12+0)=2-6=-4



Resolucoes de Problemas

1) Dado um triangulo ABC, com coordenadas
cartesianas dos veértices, podemos calcular sua
area por meio de determinante usando a formula:
] Oy,
A oc =E-]D|, emque D=|x, Yy, 1
Xe Yo 1

Nessa formula, |D| € o modulo do determinante
de ordem 3, tal que: a 12 coluna é formada pelas
abscissas dos pontos, a 22 pelas ordenadas, e a
32 por 1.

Determinar a area da regiao triangular que tem
como vertices os pontos A(0,0), B(1,2) e C(4,1).




2) (Regra de Cramer) Dado um sistema de

equacdes: ‘ax+by =e
4
cx+dy=f
Podemos resolver este sistema de equacoes pela
férmula; D, D,
= e y=—2=
D D
a b e b a e
D = , DX — e Dy =
c d e C
| 2X+Yy=13
Resolva o sistema < pela regra de Cramer
Ox-2y=1




3) (PUC-MG) Considere as matrizes

2w Shcet
A= B B —
Sl — 25
E correto afirmar que o valor do determinante da
matriz AB é:

a) 32 b) 44 c) 51 d) 63 e) 88
4=l X Yy Z

4) (Cefet-PR)Se |[x y z/=-5 entdao |4 3 1| vale:
1304 e

a) 7 b) 6 C) S d) 4 e)3



5) (Fuvest-SP) O numero de raizes da equacao

a)0

a) -2

b) 1

b) 2

@53
0=3:
s

C) 2
6) (UFV-MG) A solucao da eo

X+1 1
o R 5

X (e |

1
2
3

X
1

Cc) -1

=0 é:

d) 3

uacao

=0 @:

e) 4

e)0



SISTEMAS LINEARES
E SUAS APLICACOES

PROF. EDCARLOS PEREIRA




Sistemas lineares

Equacao linear

Introducao

Ana foi sacar R$ 70,00 em um caixa eletronico que
s6 dispunha de notas de R$ 10,00 e R$ 20,00.

Como pode ser feita a distribuicao das notas a fim
de totalizar R$ 70,007

Vamos representar por:
* X 0 numero de notas de R$ 10,00
* y 0 numero de notas de R$ 20,00
Entao temos:
10-x + 20y =70
A equacao obtida acima € um exemplo de equacao
linear.



Definicao: Chama-se equacao linear
eguacao que pode ser escrita da forma:
aX; +aX, +...+ax,=b

na qual.
* Xy, X,...,X, SA0 as Incognitas.
* a4, A, ...., &, SA0 coeficiente reais.

* b € 0 termo independente.

Exemplos de equacoes lineares
*4Xx + 3y =2

*X-3y+z=-3

e3Xx-y=0

Exemplos de equacoes nao lineares
X2 +y2=9

*X+2yz=0

X3 +y2=10

toda



Solucao de uma equacao linear

Dada a equacao linear a;x; + a,x, + ... +ax, =b
dizemos que a énupla ordenada de numeros reais
(o, ay,..., a)) € Solugao da equacao se, e somente
se, a sentenca:

a0 +aa,+...+tao,=b
for verdadeilra.

Exemplos:

a) Uma solucao da equacéo linear 2x + 3y = 23 é
o par ordenado (4,5), pois 2:4 + 3:5 = 23.

b) Uma solucéo da equacao linear 3x+y—-z=9¢
o terno ordenado (4,0,3), pois 3-4 + 0 — 3 = 9.



Sistema linear

Denomina-se sistema linear mxn o conjunto S de
m equacoes lineares em n incognitas, que pode
ser representado assim:

g X +a,X; +aX +A +8,, X, = b1

8, X +a,,X, +a,. X, +A +a, X =D,

\Y| M \Y| M M
CEaE e = G L LT b S L e b

o=

Exemplos: e s )
(Ox _ 4y = Ay 27 =1
a)<2x W5 b) <2Xx—y—-z=-1 C) < :
X+y=4 3X—-Yy+2=06
- X—-y+2=38



Solucao de um sistema linear

Dizemos que (o, O,..., a,) €& solucao de um
sistema linear quando (o, o,,..., a,) € solucéo de
cada uma das equacoes do sistema.

Exemplos:

, 5 : 2X+3y =13 . 12-5+3:1=13
1) (5,1) é solucao do sistema poIs

3x -5y =10 3.5-5.1=10

(Xx+2y+3z=1
2) (1,3,-2) é solucao do sistema <4x—y—z =3 . Verifique.

X+y—-2=6



Classificacao de um sistema linear

Um sistema linear é classificado de acordo com o
numero de solucoes.

(SPD) é todo
sistema linear gue admite uma unica solucao.
Exemplo:

(x—=2y=3 E um SPD, pois admite uma Unica

< x+y=6 solucao, isto é, (5,1).

(SPI) é todo
sistema linear qgue admite mais de uma solucao.

Exemplo: | _ _ _
(X+2y =4 E um SPI, pois admite mais de uma

9 solucao: (2,1), (4,0), (0,2). Solucao
2X+4y =8 geral: (4-2y,y) sendo y variavel livre.




Ny eml ".-"’v"??'&'-?fﬁftf"":"‘-; o0

Determinado (SPD)
(uma unica solucao)
Possivel
Indeterminado (SPI)

Sistema linear (mais de uma solucao)

Impossivel (henhuma solucao) (Sl)




'Sistemas escalonados

1° tipo: Sistema
com numero de
equacoes igual
ao numero de
incognitas (SPD).

2° tipo: Sistema
com numero de
equacoes menor
gue o numero de
iIncognitas (SPI).




Escalonamento de sistemas lineares

Quando o sistema linear ndo esta escalonado,
podemos obter um sistema equivalente a ele, que
esteja escalonado, por meio de algumas operacoes
elementares.

Exemplos:

a) Escalone, classifigue e resolva o sistema linear

abaixo: ;
2X+1y+z2=21

X+2y+z2="1
—3X—-Jy+2z=-8

A\




 Trogue a posicao das equacdes se necessario.

(2X+Ty+z=21 XE2y L7 =1
IX+2y+z2=1 =2X+7y+z2=21
—3X-9y+2z=-8 |-3X-dy+2z=-8

d Para anular os coeficientes de x na 22 e 32
equacao podemos fazer:

X+2y+2=7 (2) 3 [x+2y+2=7

A\

Ty A o e b
—3x-5y+2z=-8 Cigaar i

.



Depois, podemos trocar as posicoes duas ultimas
equacoes e anule o coeficiente y na 32 equacao.

(X 2y =T X+2y+2=7 SRy - 7
¢ 3y—-2=7 =< y+52=13 -(-3)=<{ y+5z=13
+52 =13 [ S5 32
o 3y-z=17 <—| L _
* Sistema linear
escalonado
Podemos agora resolver: 1 tipo - SPD.
-16 Portanto, € um
oy +5-2=13=>y=13-10=>y=3 SPD, com
S =(-1,3,2).

o X+t 2 — =1 02> X==1



b) Escalone e resolva o sistema:
(x—2y—-z=0

X—Yy+z2=2

A\

2X+Y+27=2
L Anule os coeficientes de x da 2% e 3% equacao.

x—2y—2=0-ﬁﬁ)wta (x—2y—-2=0

13x—y+2=2 =4 oy+4z=2

2X+y+22=2 < [ =

EI Anule o coeﬁmente de y da 32 equa(;ao

x—2y-2=0 (x—2y-2=0 :>~<X 2y—2=0

{ 5y+4z=2 -(-1) >3 Oy+4z=2 by+4z=2
i eyl el GRRORATE B

2 tipo — SPI.



1 Para encontramos a solucao geral, escolha uma
variavel(z) livre na 22 equacao e cologue em
evidéncia a outra variavel(y).

2—417

5
 Substitua y na 12 equacao.

X—2[2_4Z]—Z=0 :X_(4—582]_Z:O

Sy+4z1=2 =y=

5
A Cologue em evidéncia a variavel x.

(4—82] 437
X = T

5 5
Portanto, € um SPI, com SG =[4_532 , 2_542 ,z).




c) Escalone e resolva o sistema:
(X—2y+52=3
3X—6y+15z=11

 Anule o coeficiente de x da 22 equacao.

(x—2y+52=3 -(—3) X—2y+52=3
+ =%

3x -6y +157 =11« o

Portanto, € um sistema impossivel (Sl), S = &.
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EXTRA - MATRIZ INVERSA | Impondo a condicdo A.AL = |
Sejam A e B duas (

; 1 5)(fa c) (10
matrizes de ,ordem B S SRR s T
Diz-se que B € a Inversa

deAseesdseAB=1 (a+5b C+5d):(1 0)

2a 2C 0 1
A.Al=] a+5b=1 c+5d=0
2a=0 2C=1.
1) Determine a inversa da 1 1 1
; a=0 b=— c=— d=——
matriz ” [1 SJ 5 2 10
2 0 A
Designando a inversa por: e s
A=
Aadfae Tk
b d 5 10,




OBSERVACOES:

QUma matriz que nao admite inversa € chamada de
singular.

 Se a matriz A é inversivel entao ela é quadrada.

 Se a matriz A é inversivel, entao a sua inversa € unica.

PROPRIEDADES:
Sendo A e B matrizes quadradas de ordem n e inversiveis,
temos as seguintes propriedades;

QA=A



